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TANGENT MODULUS OF PILES DETERI.{INED FROM STRAIN DATA

B e n g t  H .  F e l l e n i u s l ,  
" . A S C E

ABSTRACT:  When  eva lua t i ng  measu remen ts  o f  s t ra in  o r  t e1 lCa1e
s h o r t e n i n g  o f  a  p i l e  s u b j e c t e d  t o  l o a d i n g  t e a t ,  p r e c i s e  k n o w l e d g e  o f
t h e  " e l a s t i c "  m o d u l u s  i s  n e c e s s a r y .  B y  m e a n s  o f  p l o t t i n g  a n d
ana l yz ing  the  i nc remen t  o f  l oad  (o r  s t ress )  ove r  t he  i nc remen t  o f
s t r a i n  v e r s u s  t h e  s t r a i n ,  i .  e . ,  t h e  t a n g e n t  o r  c h o r d  m o d u l u s  o f  t h e
s t ress -s t ra in  cu rve ,  t he  modu lus  can  be  de te rm ined .  The  pape r
p rov ides  the  na themat i ca l  backg round  to  t he  ana l ys i s  and  p resen ts
examp les  o f  t he  me thod ,

PRINCIPLES OF STRESS_STRAIN ANALYSIS

O f t e n  i n  a  s t a t i c  p i l e  l o a d i n g  t e s t ,  t h e  p i l e  i s  i n s t r u m e n t e d
w i t h  s t r a i n  g a g e s  o r  t e l l t a l e s .  T h e  g a g e s  s e r v e  t o  d e t e r m i n e  t h e
a x i a l  s t r a i n  i n d u c e d  i n  t h e  p i l e  b y  t h e  a p p l i e d  l o a d  a n d  t h e  s t r a i n
d a t a  a r e  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  l o a d  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  p i l e .  T h e
e v a l u a t i o n  r e q u i r e s  t w o  i m p o r t a n t  a s p e c t s :  o n e ,  k n o w l e d g e  o f  t h e
t ' e1asE ic "  rnodu lus  o f  t he  p i l e  c ross  sec t i on  and ,  t r { o ,  measu remenEs
o f  h i g h  a c c u r a c y .

F i g . l A  s h o w s  a  t y p i c a l  a t r e s s - s t r a i n  d i a g r a n  o f  d a t a  f r o m  a n
i n s t r u m e n t e d  l o a d i n g  t e s t . T h e  l i n e  w i t h  " d a t a "  p o i n t s  t h a t  i s
cu rved  nea r  t he  o r i g i n  and  becomes  l i nea r  t oward  h ighe r  s t ra ins ,  t he
u p p e r  l i n e ,  i n d i c a t e s  " n e a s u r e d "  d a t a .  T h e  l i n e  w h i c h  i s  s t r a i g h t
f r o m  t h e  o r i g i n ,  t h e  l o w e r  l i n e ,  i s  t h e  t h e o r e t i c a l  e l a s t i c  l i n e  f o r
a  c o l u m n  w i t h  e q u a l  p r o p e r t i e s  t o  t h a t  o f  t h e  p i l e .  T h e  d i f f e r e n c e
b e t w e e n  t h e  l i n e s  i s ,  o f  c o u r s e ,  d u e  t o  s h a f t  r e s i s t a n c e  a c t i n g  o n
t h e  p i l e  i n  t h e  l o a d i n g  t e s t .

A t l  s h a f t  r e s i s t a n c e  h a s  b e e n  o v e r c o m e  i n  t h e  t e s t ,  w h e n  t h e
" m e a s u r e d "  c u r v e  b e c o m e s  p a r a l l e l  t o  t h e  " t h e o r e t i c a l " .  W h e n
e v a l u a t i n g  t h e  r e s u l t s  f r o m  a  I o a d i n g  t e s t ,  f i n d i n g  t h i s  p o i n t  i s
d e s i r a b l e ,  a l t h o u g h ,  i n  p r a c t i c e ,  i t s  l o c a t i o n  i s  o f t e n  d i f f i c u l t  t o
d e t e r m i n e .

Howeve r ,  by  p lo t t i ng  t he  tangen t  modu lus  o f  t he  "neasu red "
c u r v e " ,  t h e  p o i n t  b e c o m e s  e a s i l y  d i s c e r n i b l e .  T h e  t a n g e n t  m o d u l u s  i s
t h e  s l o p e  o f  t h e  c u r v e  a n d  i t  i s  p l o t t e d  a s  t h e  i n c r e m e n t  o f  l o a d
d i v i d e d  b y  t h e  i n c r e m e n t  o f  s t r a i n  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  s t r a i n .  T h e
t a n g e n t  m o d u l u s  p l o t  o f  E h e  s t r e s s - s t r a i n  l i n e s  i s  s h o w n  i n  F i g .  1 8 .

I  -  P r o f . ,
O t t a w a ,

D e p t .  o f  C i v i l  E n g n g ,
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F i g u r e  I T y p i c a l  d a t a  f r o m  a n  i n s t r u m e n t e d  s t a t i c  p i l e  l o a d i n g
t e s t  o n  a  p i l e  w i t h  a  c o n s t a n t  n o d u l u s .
A .  S E r e s s - s t r a i n  d i a g r a n  o f  t h e  p i l e  h e a d  ( u p p e r  c u r v e )

a n d  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f r e e  s t a n d i n g  c o l u n n .
B .  P l o t  o f  t a n g e n c  m o d u l u s  a g a i n s t  s t r a i n .

A s  s h o w n  i n  f i g .  1 8 ,  t h e  t a n g e n t  m o d u l u s ,  o r ,  n o r e  c o r r e c t l y
t e r m e d ,  t h e  c h o r d  u r o d u l u s  i n i t i a l l y  r - e d u c e s  w i t h  i n c r e a s i n g  s t r a i n
t o  b e c o m e  c o n s t a n E  a t  a  c e r t a i n  a m o u n t  o f  s t r a i n .  T h i s  o c c u r s  w h e n
a l l  t h e  s h a f t  r e s i s t a n c e  h a s  b e e n  o v e r c o m e  a n d  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  i s
e q u a l  t o  t h e  p i l e  m o d u l u s .

O f t e n ,  t h e  e x a c t  u r o d u l u s  o f  t h e  t e s t  p i l e  i s  n o t  k n o w n .  T h e n ,  t h e
t a n g e n t  n o d u l u s  p l o t  b e c o m e s  a  v a l u a b l e  a i d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e
m o d u l u s ,  w h i c h  E h e n  i s  u s e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s  t o  d e t e r m i n e  t h e
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  l o a d  i n  t h e  p i l e .
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AGTUAL TEST RESULTS

F i g .  2  p r e s e n t e  a c t u a l  t e s t  r e s u l t s  f r o m  a  l o a d i n g  t e s t  t o
2 , 6 7 0  K N  ( 3 0 0  t o n g )  o n  a n  H - p i l e  ( 3 1 0 H P 9 3 ;  l 2 H P 6 3 )  i n s t a l l e a  a t
J o n e s  I s l a n d ,  M i l w a u k e e ,  W i s c o n s i n .  T h e  f i g u r e  e h o w s  t h e  l o a d -
m o v e m e n t  d i a g r a m  o f  t h e  p i l e  h e a d ,  a n d  t h e  m o v e m e n t  o f  t h e  p i l e  t o e
a n d  t h e  c o n p r e s s i o n  o f  t h e  f u 1 1  l e n g t h  o f  t h e  p i l e  ( r e a l l y  t h e  l o a d
a p p l i e d  t o  t h e  p i l e  h e a d  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  t o e  m o v e m e n t  a n d  t h e
c o m p r e s s i o n ) .

T h e  p i l e  w a s  e q u i p p e d  w i t h  t w o  t e l l t a l e s ,  o n e  u p p e r  t o  a  d e p t h  o f
3 9 . 3  m  ( f 2 8 . 8  f e e t )  a n d  o n e  t o  t h e  t o e  o f  t h e  p i l e  a t  a  d e p t h  o t
4 8 . 3  n  ( I 5 8 . 5  f e e t ) .  T h e  t e l l t a l e s  w e r e  i n s e r t e d  i n t o  a  s t a n d a r d
o n e - i n c h  p i p e  a t t a c h e d  t o  t h e  p i l e  b y  o c c a s i o n a l  w e l d s .  T h e  c r o s a
sec t i ona l  a rea  o f  t f , "  p i l e  r Jas  neasu red  (by  we igh ing  a  sho r t
s e c t i o n )  t o  1 2 2 . 0  c n '  ( 1 8 . 9  i n ' ) ,  w h i c h  i s  3  7 .  l a r g e r  t h a n  t h q
n o m i n a l ,  a r e a .  T h e  n o m i n a l .  a r e a  o f  t h e  g u i d e  p i p e s  w a s  6 . 5  c n '
( f . 0  i n ' ) .  T h u e ,  , t h e  t o t a l ,  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  n o t  i n c l u d i n g  t h e
w e l d s  w a s  1 2 8 . 5  c n '  ( 1 9 . 9  i n ' ) .

A  l o a d  c e l l  w a s  u s e d  t o  d e E e r n i n e  l o a d .  T h e  r e a d i n g  p r e c i s i o n  o f
t h e  d i a l  g a g e s  f o r  m o v e m e n t  a n d  s h o r t e n i n g  d u e  t o  c o m p r e s s i o n  f o r
t h e  a p p l i e d  l o a d  w a s  i n  a  g r a d a t i o n  o f  0 . 0 2 5  m m  ( 0 . 0 0 1  i n c h ) .
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F i g .  3 A  s h o w s  t h e  a p p l i e d  l o a d
m e a s u r e d  s t r a i n  ( i .  e . ,  s h o r t e n i n g
t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  t e l l t a l e s  a n d
t e l l t a l e s ,  i .  e . ,  t h e  s t r a i n  a l o n g
t h e  p i l e .

a t  t h e  p i l e  h e a d  p l o t t e d  a g a i n s t
d i v i d e d  b y  t e l l c a l e  l e n g t h )  f o r
f o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e

t h e  b o t t o m  9 . 0  r n  ( 2 9 , 7  f e e t )  o f
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F i g u r e  3 .  L o a d - s t r a i n  a n d  m o d u l u s  d i a g r a m s  f o r  t h e  p i l e  d a t a  s h o w n
i n  F i g .  2 .
A ,  L o a d - s t r a i n  d i a g r a m  f o r  t w o  t e l l t a l e  l e n g c h s  a n d  f o r

t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  t e 1 l t a 1 e  l e n g t h s .

B .  T a n g e n E  n o d u l u s  d i a g r a m  f o r  t h e  t w o  t e l l t a l e  l e n g t h s

a n d  f o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  t e l l t a l e

I  e n g t h s .
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I t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  a n y t h i n g  q u a n t i t a t i v e  f r o m  t h e
d i a g r a n  i n  F i g .  3 A .  H o w e v e r ,  w h e n  s t u d y i n g  c h e  d i a g r a n  i n  F i g .  3 8
show ing  the  tangen t  modu lus  p lo t ,  i t  can  eas i l y  be  de te rm ined  tha t
t h e  c u r v e  f o r  t h e  u p p e r  t e I l t a I e  i n d i c a t e s  t h a t  a  c o n s t a n t  m o d u l u s
( a  h o r i z o n t a l ,  s t r a i g h t  l i n e  p o r t i o n )  d e v e l o p s  a t  a  v a l u e  o f
0 . 3  n i l l i s t r a i n ,  w h i c h  o c c u r r e d  w h e n  t h e  a p p l i e d  l o a d  w a s  I , 0 7 0  K N
( 1 2 0  t o n s ) .  F o r  t h e  l o w e r  t e l l t a l e ,  a  c o n a t a n t  m o d u l u s  i s  i n d i c a t e d
f o r  a  s t r a i n  o f  0 . 8  n i l l i s t r a i n  o c c u r r i n g  w h e n  t h e  a p p l i e d  l o a d  w a s
2 , 4 5 0  K N  ( 2 7 5  t o n s ) .  F i n a l l y ,  t h e  c u r v e  f o r  t h e  t e l l t a l e  d i f f e r e n c e
( b o t t o n  p o r t i o n  o f  t h e  p i t e )  i n d i c a t e s  a  c o n s t a n t  m o d u l u s  a t  a
s t r a i n  o f  0 . 5  n i l l i s t r a i n  a t t h e  a p p l i e d  l o a d  o f  2 , 4 9 0  K N
( 2 8 0  t o n s ) .

The  ana l ys i s  o f  t he  t angen t  modu l i  f o r  a  range  o f  app l i ed  l oad  o f
2 , 5 1 8  K N  t o  2 , 6 7 0  K N  ( 2 8 3  t o  3 0 0  t o n s )  i n d i c a t e s  a  m o d u l u s  f o r  t h e
u p p e r ,  l o w e r ,  a n d  b o t t o m  p o r t i o n  t e l l t a l e  l e n g t h s ,  o f  2 . 7 7 6 ,  2 . 7 8 5 ,
a n d  2 . 8 4 7  M N , / s t r a i n  ( 3 1 2 ,  3 1 3 ,  a n d  3 2 0  t o n / n i l l i s t r a i n ) .  T h e
ag reemen t  be tween  the  uppe r  and  l ower  ce l l t a l e  va luee  i s  exce l l en t .
I t  i s  n o t  s u r p r i s i n g  t h a t  t h e  l o w e r  p o r t i o n  v a l . u e  i e  s l i g h t l y  o f f  a s
a n y  i n a c c u r a c y  i n  t h e  t e l l t a l e  r e a d i n g s  w o u l d  b e  e x a g g e r a t e d  w h e n
t a k i n g  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e m .

Thus ,  t he  eva lua t i on  i nd i ca tes  t ha t  t he  t angen t  modu lus  o f  t he
p i l e  c r o s s  s e c t i o n  i s  e q u a l  t o  2 . 7 8  M N / s t r a i n  ( 3 1 2  t o n / n i l l i s t r a i n ) .
By  i nse r t i ng  t h i s  va lue  i n to  t he  conven t i ona l  r e l a t i on  LOAD =  AREA
t ines  MOPULUS t i ngs  STRAIN  l d i t h  t he  c ross  sec t i ona l  a rea  equa l  t o
1 2 8 . 5  c n -  ( 1 9 . 9  i n - ) ,  a n  " e l a s t i c "  m o d u l u s  o f  2 1 4  G P a  ( 3 1 , 0 0 0  k s i )
i s  o b t a i n e d .  I n s e r t i n g  t h e  u s u a l  n o d u l u s  , v a 1 u e  o f  2 0 7  G P a
( 3 0 , 0 0 0  k s i ) ,  a n  a r e a  o f  1 3 4 . 2  c m '  ( 2 0 . 8  i n ' )  i s  c a l c u l a r e d .
O b v i o u s l y ,  i n  t h e  c o n t i n u e d  e v a l u a t i o n  o f  E h e  d a t a ,  o n e  h a s  t o  l i v e
w i t h  a n  i n a c c u r a c y  o f  t h e  r u o d u l u s ,  o r  a c t u a l  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ,
o f  a b o u t  4  %  d u e  t o  t h e  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s .  T h e  A u t h o r
f i n d s  t h i s  m o r e  t h a n  a c c e p t a b l e  f o r  e n g i n e e r i n g  p u r p o s e s .

T h e  a n a l y s i s  b e c o n e s  a  1 i t t l e  b i t  m o r e  d i f f i c u l t  w h e n  e v a l u a t i n g
s t r a i n  d a t a  f r o n  o t h e r  t h a n  s t e e l  p i l e s ,  i .  e . ,  c o n c r e t e  p i l e s  o r
c o n c r e t e - f i 1 1 e d  p i p e  p i l e s .  C o n t r a r y  t o  c o m p o n  b e l i e f ,  a  c o n c r e t e
c o l u m n  d o e s  n o t  e x h i b i t  a  l i n e a r  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n  w h e n  l o a d e d .
T h a t  i s ,  t h e  Y o u n g ' s  m o d u l u s  o f  c o n c r e t e  r e d u c e s  w i t h  t h e  a p p l i e d
l o a d . F i g .  4 A  i l l u s t r a t e s  a n  a s s u m e d  s t r e s s - s t r a i n  c u r v e  o f  a
c o l u m n  ( l o w e r  l i n e ) .  I t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t  t h e  l i n e  i s  a  s e c o n d
d e g r e e  c u r v e  a n d  t h a t  t b e  f i n a l  s l o p e  o f  t h e  l i n e  i s  3 0  %  o f  t h e
i n i t i a l  s l o p e .  T h i s  r e d u c t i o n  o f  t h e  s l o p e ,  i .  e . ,  t h e  m o d u l u s ,  i s
e x t r e m e ,  a n d  h a s  b e e n  c h o s e n  f o r  r e a s o n s  o f  i n s E r u c E i o n  c l a r i t y .
( A n  e x a m p l e  o f  a n  a c t u a l  c a s e  w i l l  b e  g i v e n  l a t e r ) .

T h e  u p p e r  c u r v e  i n  F i g .  4 A ,  t h e  l i n e  w i t h  t h e  d a t a  p o i n t s ,  s h o w s
t h e  s a m e  c o l u m n  t a k e n  a s  a  p i l e  s u b j e c t e d  t o  s h a f t  r e s i s t a n c e .  A s
i n  t h e  c a s e  o f  t h e  p i l e  w i t h  t h e  c o n s t a n t  m o d u l u s  i l l u s t r a t e d  i n
F i g .  l ,  a s  s o o n  a s  a l L  t h e  s h a f t  r e s i s t a n c e  h a s  b e e n  o v e r c o m e ,  t h e
t w o  l i n e s  a r e  p a r a l l e l .  D u e  t o  t h e  c u r v i n g  o f  t h e  l i n e s ,  i t  i s  v e r y
d i f f i c u l t  t o  t e I I  w h e n  t h i s  o c c u r s ,  h o w e v e r .

f n  F i g .  4 8 ,  t h e  t a n g e n t  n o d u l u s  o f  t h e  c o l u m n  l i n e  i s  p l o t t e d
a g a i n s t  t h e  s t r a i n  ( s o l i d  l i n e ) .  B e c a u s e  t h e  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n
f o r  t h e  c o l u m n  h a s  b e e n  a s s u m e d  t o  f o l l o w  a  s e c o n d  d e g r e e  e q u a t i o n ,
t h e  t a n g e n t  m o d u l u s  i s  a  s t r a i g h t  1 i n e ,  a n d ,  a s  t h e  m o d u l u s  i s  n o t
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c o n s t a n t  b u t  r e d u c i n g ,  t h e  l i n e  s l o p e s  d o w n w a r d  w i c h  i n c r e a s i n g
s t r a i n .  T h e  l i n e  w i t h  t h e  " d a t a "  p o i n t s  i s  t h e  t a n g e n t  m o d u l u s  l i n e
f o r  c h e  p i l e .  I t  b e c o m e s  p a r a l l e l  w i t h  t h a t  o f  t h e  c o l u m n  a f t e r  t h e
s h a f t  r e s i e t a n c e  h a s  b e e n  o v e r c o n e .  A s  s h o w n ,  i t  p l o t s  s l i g h t l y
b e l o w  c h e  c o l u m n  l i n e .  E x t r a p o l a t i n g  t h e  p i l e  m o d u l u s  l i n e  t o  t h e
y - a x i s  a n d  i n t e g r a c i n g  i t ,  w o u l d  r e s u l t  i n  a  " r e s t o r e d . c o l u m n  c u r v e "
l o c a t e d  m a r g i n a l l y  b e l o w  t h e  t r u e  c o l u n n  a c r e s s - s t r a i n  c u r v e  i n
F i g .  4 A .
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F i g u r e  4 .  T y p i c a l  d a t a  f r o m  a n  i n s t r u m e n t e d  s t a t i c  p i l e  l o a d i n g
t e s t  o n  a  c o n c r e t e  p i l e  w i t h  a  m o d u l u s  r e d u c i n g  w i t h
i n c r e a s i n g  s t r e s s .
A .  S t r e s s - s t r a i n  d i a g r a m  o f  t h e  p i l e  h e a d  ( u p p e r c u r v e )

a n d  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f r e e  s t a n d i n g  c o l u n n .
B .  P l o t  o f  t a n g e n t  m o d u l u s  a g a i n s t  s t r a i n .
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A
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A
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MATHEMATICAL RELATIONS

M a t h e n a t i c a l l y ,  t h e  l i n e s  a n d  c u r v e s

The  equa t i on  f o r  t he  t angen t  modu lus

E  =  d o / d €  =  A € + B
f,

r dhe re  E ,  =  t he  tangen t  modu lus ,  o
E

i n d u c e d  s t r a i n ,  A  =  t h e  s l o p e  o f

B  =  t h e  Y - i n t e r c e p t  ( i n i t i a l  r a n g e n r

( l )

=  t h e  a p p l i e d  s t r e s s ,  €  =  t h e

the  tangen t  modu lus  l i ne ,  and

n o d u l u s ) .

l i n e  r e s u l t s i n  t he  f o l l ow ing

( 2 )

i n d u c e d  s t r a i n :

a r e  e x p r e s s e d ,

l i n e  i s :

a s  f o l l o w e :

In teg ra t i ng  t he  tangen t  modu lus
e q u a t i o n  f o r  t h e  c o l u m n  l i n e :

q  = + l e 2 + B €

A n d  t h e  s t r e s s  i n  t h e  p i l e  f o r  a n

€ ( 3 )

( 4 )

where  E  =  t he
s

E =
s

EXAMPLE FROM A

s

secan t  modu lus  and

* l e+s

PILE WITH A NON-CONSTANT MODULUS

T h e  c a n g e n t  m o d u l u s  m e t h o d  o f  e v a l u a t i o n  a p p l i e d  t o  p i l e s  o f  n o n -
c o n s t a n t  " e 1 a s t i c "  m o d u l u s  i s  i r l u s t r a t e d  b y  t h e  r e s u l t s  f r o m  a
s t a t i c  l o a d i n g  t e s t  o n  a  p r e c a s t ,  p r e s t r e s s e d  c o n c r e t e  p i l e .  T h e
p i l e  i s  a  6 2 . 8  m  ( 2 0 6 . 0  f e e t )  l o n g  0 . 4 2  m  ( f 6 . 5  i n c h )  o c t a g o n a l  p i l e
i n s t a l l e d  f o r  t h e  K e e h i  I n c e r c h a n g e ,  H o n o I u l u ,  H a w a i i ,  a n d  e q u i p p e d
w i t h  e l e v e n  t e l l t a l e s  t o  m e a s u r e  c o r o p r e s s i o n  d u r i n g  t h e  l o a d i n g
t e s t .  T h e  a p p l i e d  l o a d  a t  t h e  p i l e  h e a d  i s  m e a s u r e d  b y  m e a n s  o f  a
l o a d  c e 1 1  a n d  t h e  d i a l  g a g e s  f o r  m o v e r n e n t  a n d  c o m p r e s s i o n  h a d  a
g r a d a t i o n  o f  0 . 0 0 2 5  n n  ( 0 . 0 0 0 1  i n c h ) .  T h e  t e s r  w a s  c a r r i e d  r o  a n
a p p l i e d  l o a d  o f  4 5 4 0  K N  ( 5 1 0  t o n s )  a t  w h i c h  l o a d  t h e  p i l e  b r o k e .
T h e  p i l e  t o e  m o v e m e n t  a t  r h e  m a x i m u m  l o a d  w a s  6 . 6  r n r n  ( 0 . 2 6  i n c h ) .
B e a r i n g  f a i l u r e  w a s  n o t  r e a c h e d .

D a t a  f r o m  t w o  t e l l t a 1 e s  h a v e  b e e n  c h o s e n  f o r  t h e  i l l u s t r a t i o n :
T e l l t a L e  7  a t  a  d e p r h  i n  r h e  p i l e  o f  3 8 . 6  n  ( L 2 6 . 6 4  f e e t )  a n d
T e L l t a l e  9  a t  a  d e p t h  o f  5 0 . 2  m  ( L 6 4 . 6 2  f e e t ) ,  w h e r e  r h e  m a x i m u m
m o v e m e n t s  m e a s u r e d  f o r  t h e  t e l 1 t a l e  p o i n t s  w e r e  l l . 3  n n  ( o . 4 4  i n c h )
a n d  2 4 . 9  m n  ( 0 . 9 8  i n c h ) ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  t e l l t a l e s  w e r e  c h o s e n
f o r  r e a s o n s  o f  e n s u r i n g  t h a t  a l l  o r  m o s t  o f  t h e  s h a f t  r e s i s t a n c e
o v e r  t h e  t e r l t a l e  l e n g t h s  h a d  b e e n  o v e r c o m e  a t  t h e  m a x i m u m  1 o a d ,
w h i c h  i s  n o t  t h e  c a s e  f o r  t h e  l o w e s t  t e l l t a l e  l e n g t h s .

F i g . 5 A ,  s h o w s  t h e  a p p l i e d  l o a d s  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  n e a s u r e d
s t r a i n s  o v e r  t h e  t w o  t e l l t a l e  l e n g t h s  a n d  o v e r  t h e  d i f f e r e n c e
b e t w e e n  t h e  t w o  t e l l t a l e s .  r t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  l i n e s  a r e  c u r v e d .
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T h e  q u e s t i o n  w h e n  s e e i n g  s u c h  c u r v e s  i s  " a r e  t h e y  c u r v e d  b e c a u e e  t h e
s h a f t  r e s i s t a n c e  i s  n o t  y e c  f u l l y  o v e r c o m e ,  o r  b e c a u s e  t h e  m o d u l u s
i s  r e d u c i n g  w i t h  i n c r e a s i n g  l o a d ,  o r  b o t h " ?

T h e  a n s v r e r  t o  t h e  q u e s t i o n  i s  g i v e n  i n  F i g . 5 8 ,  s h o w i n g  c h e
t a n g e n t  m o d u l u s  p L o t  o f  t h e  d a C a .  I n d e e d ,  l h e  t a n g e n t  n o d u l u s  l i n e s
a r e  b e c o m i n g  s t r a i g h t  a t  l a r g e r  s t r a i n s ,  w h i c h  s u g g e s t s  a  s e c o n d
d e g r e e  c u r v e  f o r  t h e  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n .
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F i g u r e  5 .  L o a d - s t r a i n  a n d  m o d u l u s  d i a g r a n s  f r o m  a  s t a t i c  l o a d i n g
t e s t  o n  a  p r e s t r e s s e d  c o n c r e t e  p i l e .
A .  L o a d - s t r a i n  d i a g r a m  f o r  t w o  t e l l t a l e  l e n g t h s  a n d  f o r

t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  t e l l t a l e  l e n g t h s .
B .  T a n g e n t  m o d u l u s  d i a g r a m  f o r  t h e  t w o  t e l l . t a l e  l e n g t h s

a n d  f o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t l d e e n  t h e  t w o  l e n g t h s .
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T e l l t a l e  7  i n d i c a t e s  a  s t r a i g h t  l i n e  a t  a  s t r a i n  o f  O , 2  n i l 1 i -
a t r a i n ,  i n d u c e d  a t  a n  a p p l i e d  l o a d  o f  a b o u t  1 0 7 0  K N  ( 1 2 0  t o n s ) .
T e l l t a l e  9  i n d i c a t e s  t h e  a a n e  a t  a  s t r a i n  o f  0 . 4  n i l l i s t r a i n ,
i n d u c e d  a t  a n  a p p l i e d  l o a d  o f  a b o u t  2 0 0 0  K N  ( 2 2 5  t o n s ) .  T h e  l i n e
f o r  t h e  b o t t o m  p o r t i o n  i n d i c a t e s  t h e  s t r a i g h t  l i n e  r e l a t i o n  a t  a
s t r a i n  o f  a b o u t  0 . 8  n i l l i s t r a i n ,  i n d u c e d  a c  a n  a p p l i e d  l o a d  o f  a b o u t
3 5 6 0  K N  ( 4 0 0  t o n s ) .

The  tangen t  modu lus  l i neg  a re  used  to  eva lua te  a t  wha t  app l i ed
l o a d  t h e  s h a f t  r e s i s t a n c e  a l o n g  t h e  p i l e  w a s  f u l l y  n o b i l i z e d .  A s  t o
d e t e r m i n i n g  t h e  l o a d  d i s t r i b u t i o n  f o r  a  p a r t i c u l a r  a p p l i e d  1 o a d ,
know ledge  i s  requ i red  o f  t he  secan t  "e las t i c "  modu lus  f o r  t he  1oad .

L inea r  reg ress ion  o f  t he  da ta  po in t s  nak ing  up  the  s t ra igh t
po r t i on  o f  t he  t h ree  l i nes  nay  be  used  to  p rov ide  the  equa t i on  o f
t h e  m o d u l u s  l i n e s ,  i .  € . r  t o  d e t e r n i n e  t h e  c o n a t a n c s  A  a n d  B  i n
E q .  l .  R e g r e s s i o n  o f  t h e  m o d u l u s  l i n e  f o r  T e l l t a l e  7  r e s u l t s  i n
t h a t  t h e  c o n s t a n t s  A  a n d  B  a r e  e q u a l  t o  - 2 . I 4  K N / n i l l i s t r a i n
( - 0 . 2 4 0  t o n / n i l l i s t r a i n )  a n d  4 , 8 7 7  K N / m i l l i s t r a i n  ( 5 4 8 . 2  t o n / n i 1 1 i -
s t r a i n ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  l t i t h  a  l i n e a r  r e g r e s s i o n  c o r r e l a t i o n
c o e f f i c i e n r  o f  0 . 9 9 8 0 .

App l y ing  Eqs .  I  t h rough  4 ,  r esu l t s  i n  t he  f o l l ow ing  va lues  o f
i n i t i a l  and  f i na l  t angen t  nodu l i ,  and  f i na l  secan t  nodu lus :

I n i t i a l

F ina  I

and

E .  =  3 7 . 8  G P a  ( 5 , 4 8 0  k s i )

E .  =  1 6 . 2  G P a  ( 2 ' 3 4 0  k s i )

E =  2 7 . 0  G P a  ( 3 , 9 0 0  k s i )

I nse r t i ng  t he  va lues  o f  A  and  B  i n to  Eq .  2  g i ves  t he  ave rage  l oad
i n  t h e  p i l e  o v e r  t h e  l e n g t h  o f  a  t e l l t a l e  a s  a  f u n c t i o n  o f  i n d u c e d
s t r a  i n :

a=
( Q =

- 1 . 0 7  e 2  +  4 8 8 0  €

-O.12 e2  *  5a8 e

KN

tons  )

( 5 a )

(  5 u 1

N a t u r a l l y ,  t h e  t a n g e n t  n o d u l u s  n e t h o d  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  t h e
a n a l y s i s  o f  t e l l t a l e  d a t a .  I n  f a c t ,  a  c o n s i d e r a b l e  i m p r o v e m e n t  o f
t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  l o a d  d e t e r m i n a t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  u s i n g  s t r a i n
g a g e s  d i r e c t l y  i n  l i e u  o f  t e l l t a l e s .

One  o f  t he  mos t  immed ia te l y  no t i ced  bene f i t s  o f  t he  t angen t
modu lus  me thod  i s  t ha t  i naccu rac ies  i n  t he  da ta  becone  read i l y
a p p a r e n t .  F o r  i n s t a n c e ,  F i g .  6 A  s h o w s  t h e  r e s u l t s  f r o m  t e s t i n g  a
2 2  m  ( 7 1  f e e t )  l o n g  p i p e  p i l e  w i t h  a  d i a n e t e r  o f  2 7 3  m m  ( 1 0 . 7 5
i n c h e s )  i n s t a l l e d  i n  O t t a w a ,  O n t a r i o .  T h e  p i l e  r d a s  e q u i p p e d  w i t h
o n e  t e l l t a l e  t o  t h e  t o e  o f  t h e  p i l e . The  app l i ed  l oad  was
" c o n t r o l l e d "  o n l y  b y  m e a n s  o f  t h e  j a c k  p r e s s u r e  ( a  h i g h l y  u n r e l i a b l e
way  o f  measu r i ng  the  l oad ,  bu t ,  un fo r tuna te l y ,  ve ry  comnon  i n  t he
e n g i n e e r i n g  p r a c t i c e ) .
0 . 0 2 5  m  ( 0 . 0 0 1  i n c h ) .

T h e  g r a d a t i o n  o f  t h e  d i a l  g a g e s  w a s  i n
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F i g u r e  6 .  A c t u a l  r e s u l t s  f r o m  a  s t a t i c  l o a d i n g  t e s t  o n  a  p i p e - p i l e .

A .  M o v e m e n t  o f  t h e  p i l e  h e a d  a n d  t h e  p i l e  t o e ,  a n d
m e a s u r e d  c o m p r e s s i o n  o f  t h e  p i l e  p l o t t e d  a g a i n s t  t h e
a p p l i e d  1 o a d .

B .  T a n g e n t  n o d u l u s  d i a g r a m  f o r  t h e  c o m p r e s s i o n  o f  t h e
f u l l  p i l e  l e n g t h .

F i g .  6 4  d o e s  n o t  i n d i c a t e  a n y  i n a c c u r a c y  i n  t h e  d a t a .  H o w e v e r ,
t h e  t a n g e n t  n o d u l u s  p l o t  s h o w n  i n  F i g .  6 8  e x h i b i t s  a n  e r r a t i c  p l o t

t h a t  w o u l d  b e  v e r y  d i f f i c u l t  t o  e v a l u a t e  w i t h  a n  a c c e p t a b l e  a c c u r a c y
a n d  n o  a t t e m p t  t o  e v a l u a c i o n  w a s  o r  w i l l  b e  n a d e .
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S t r a i n  m e a s u r e m e n t s ,  u s i n g  t e l l t a l e  d a t a  o r  s t r a i n  g a g e s  d i r e c t -
l y ,  c a n  b e  e v a l u a t e d  a s  t o  a c c u r a c y ,  a t  w h a t  a p p l i e d  l o a d  t h e  s h a f t
r e s i s t a n c e  i s  f u l l y  r n o b i l i z e d ,  a n d  a a  t o  w h a t  v a l u e  o f  t h e  s e c a n t
m o d u l u s  t o  u s e  f o r  d e t e r n i n i n g  t h e  l o a d  d i s t r i b u c i o n  i n  t h e  p i l e  i n
t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s  ( w h i c h  s h o u l d  c o n s i d e r  f a c t o r s  s u c h  a s  t h e
r e s i d u a l  s t r a i n  i n  t h e  p i 1 e ,  a s  w e l l  a s  v a r i a t i o n  b e t w e e n  i n d i v i d u a l
g a g e s ) .

To  have  any  reasonab le  chance  o f  ob ta in ing  da ta  su i t ab le  f o r
ana l ys i s  any  ana l ys i s ,  i n  f ac t  -  t he  l oad ing  tes t  mus t  i nc lude
load  measu remen ts  by  means  o f  a  re l i ab le  l oad  ce11  and  the  s t ra in
da ta  be  ob ta ined  w i th  an  accu racy  be ing  abou t  t en  t imes  g rea te r  t han
t h e  o n e  u s u a l l y  a p p l i e d  i n  e n g i n e e r i n g  p r a c t i c e .  A s  t o  t e l l t a l e
d a t a ,  d i a l  g a g e s  o r  L V D T s  w h i c h  g i v e  a  p r e c i s i o n  o f  0 . 0 0 2 5  n n
(0 .000 I  i nch )  a re  p re fe r red  ove r  t he  comnon ly  used  " s tanda rd "  gages
h a v i n g  a  g r a d a t i o n  o f  0 . 0 2 5  m  ( 0 . 0 0 1  i n c h ) .

CONCLUSIONS

W h e n  e v a l u a t i n g  n e a s u r e m e n t s  o f  s t r a i n  o r  t e l l t a l e  s h o r t e n i n g  o f
a  p i l e  s u b j e c t e d  t o  l o a d i n g  t e s t ,  p r e c i s e  k n o w l e d g e  o f  c h e  " e l a s t i c "
modu lus  i s  necessa ry  be fo re  t he  i nduced  l oad  can  be  ca l cu la ted  f rom
the  measu red  s t ra in  o r  sho r ten ing . By  neans  o f  p l o t t i ng  and
ana l yz ing  the  i nc remen t  o f  l oad  (o r  s t ress )  ove r  t he  i nc remen t  o f
s t r a i n  v e r s u s  t h e  s t r a i n ,  i .  e . ,  t h e  t a n g e n t  o r  c h o r d  m o d u l u s  o f  t h e
s t r e s s - s t r a i n  c u r v e ,  t h e  n o d u l u s ,  E ,  c a n  b e  d e t e r n i n e d .  F o r  s t e e l
p i l es ,  t he  Young  modu lus  o f  t he  ma te r i a l  i s  o f  cou rse  known ,  bu t  t he
exac t  a rea  i s  ra re l y  known .  Then ,  t he  t angen t  nodu lus  app roach
a s s i s t s  i n  d e t e r n i n i n g  t h e  A E - v a l u e  o f  t h e  p i l e  c r o s s  s e c t i o n .  F o r
c o n c r e t e - f i 1 1 e d  p i p e  p i l e s  a n d  p r e c a s t  c o n c r e t e  p i l e s ,  w h i c h  m a y  n o t
on l y  have  an  unknown  modu lus  and  a rea ,  bu t  a l so  a  modu lus  t ha t
v a r i e s  w i t h  t h e  1 e v e l  o f  s t r e s s  i n  t h e  p i l e  d u r i n g  t h e  t e s t ,  t h e
tangen t  modu lus  ne thod  de te rm ines  the  ac tua l  AE- re la t i on  t o  t he
s t ress  o r  s t ra in .  The  pape r  p rov ides  the  na thex0a t i ca l  backg round  to
the  ana l ys i s  and  p resen ts  examp les  o f  t he  ne thod .  An  exa rnp le  i s
u s e d  t o  s h o w  t h a t  t h e  m e t h o d  a l s o  l e n d s  i t s e l f  w e l l  t o  e v a l u a t e  t h e
a c c u r a c y  a n d  r e l i a b i l i t y  o f  t h e  m e a s u r e m e n t s .
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